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Hinweise
Zur Foliennummerierung: Das Transkript zum Video bezieht sich auf die im einfachen Foliensatz fortlaufenden Foliennummern 50-55.
Zur Schreibweise: Im Folgenden werden (sofern vorhanden) hochgestellte Zahlen oder Buchstaben durch ^ (A2 = A^2) und tiefgestellte Zahlen oder Buchstaben durch _ (aJ = a_J) markiert.
[bookmark: _Toc220407840]Folie 1 – Summen und Logik
Folientext
Einführung III: Summen und Logik. Alexander Silbersdorff, Wirtschaftswissenschaftliche Fakultät und Campus-Institut Data Science der Georg-August-Universität Göttingen, Logo der Georg-August-Universität Göttingen.
[bookmark: _Toc220407841]Folie 2 – Thema E3.5
Folientext
Themen
E3.5 Mathematische Beweise
Sydsæter et al. (2023): Unterkapitel 1.3f
Sprechtext
Herzlich willkommen zu dem Lehrvideo zu Kapitel E 3.5 'Mathematische Beweise' im Rahmen der Vorlesung Mathematik für Wirtschaftswissenschaften an der Georg-August-Universität Göttingen.
[bookmark: _Toc220407842]Folie 3 – Lernziele
Folientext
Im Rahmen dieses Unterkapitels lernen Sie über...
· Theoreme
· direkte Beweise
· indirekte Beweise
Sprechtext
Im Rahmen dieses Unterkapitels werden Sie einen schlaglichtartigen Einstieg in die Grundzüge mathematischer Beweisführung erhalten. Dabei werden Sie u.a. lernen, was Theoreme sind und wie sie direkt und indirekt bewiesen werden können.
[bookmark: _Toc220407843]Folie 4 – Theoreme
Folientext
· Theorem (Satz): Wichtiges Resultat in der Mathematik.
· Theoreme werden i.d.R. als Implikation formuliert: P ⇒ Q.
· P: Voraussetzungen, d.h. was wir (axiomatisch) annehmen.
· Q: (Schluss-)Folgerungen, d.h. was wir aus den Axiomen logisch ableiten können.
Sprechtext
Zuerst behandeln wir als zentralen Begriff dieser Einheit das Theorem. Häufig wird anstelle der Begrifflichkeit Theorem auch der Begriff Satz verwendet. Ein Theorem oder ein Satz ist ein wichtiges Resultat der Mathematik, welches in der Regel als Implikation zwischen zwei Aussagen formuliert werden kann. Starten wir mit der Aussage, welche wir hier mit P notieren und welche die Voraussetzungen für den Satz beschreibt. Diese Voraussetzung wird oftmals so gewählt, dass sie als axiomatisch gegeben betrachtet werden kann. Das heißt, wir gehen davon aus, dass die Aussage allgemein als wahr akzeptiert wird. Alternativ ist die Gültigkeit der durch den Satz beschriebenen Folgerung bedingt auf die genannten Voraussetzungen. Ziel bzw. Sinn und Zweck eines Theorems ist es, auf Grundlage stringenter logischer Überlegungen zu zeigen, dass aus der Aussage P eine möglichst erhellende und hilfreiche Aussage, welche wir hier mit Q bezeichnen, gefolgert werden kann. Ein Beispiel hierfür wäre der Satz von Gauß-Markov, welcher noch ausführlicher in den Vorlesungen zu Statistik und Ökonometrie behandelt wird. Bei diesem Satz wird ausgehend von einer Reihe von Annahmen, wie zum Beispiel dass Störgrößen in dem Modell unkorreliert sind, gezeigt, dass ein bestimmter Schätzer, der sogenannte Kleinste-Quadrate-Schätzer, der beste lineare erwartungstreue Schätzer ist. Mittels des Satz von Gauß-Markov wird also mathematisch bewiesen, dass der Kleinste-Quadrate-Schätzer eine bzw. mehrere aus mathematischer oder statistischer Sicht sehr wünschenswerte Eigenschaften hat, sofern die postulierten Annahmen erfüllt sind. Und dieser Satz ist ein wichtiger Grund für die ungebrochene Popularität des Kleinste-Quadrate-Schätzers bei statistischen Analysen.
[bookmark: _Toc220407844]Folie 5 – Beweise
Folientext
· Eine Implikation P ⇒ Q kann direkt oder indirekt bewiesen werden.
· Direkter Beweis: Zeigt, dass P ⇒ Q gilt.
· Indirekter Beweis: Zeigt, dass nicht Q ⇒ nicht P und somit P ⇒ Q gilt.
· P ⇒ Q ist äquivalent zu nicht Q ⇒ nicht P.
Sprechtext
Aufgrund der fundamentalen Relevanz von mathematischen Theoremen für die Wissenschaft sind nachvollziehbare und logisch einwandfreie Beweise von elementarer Bedeutung. Und viele der wohl schlausten Köpfe dieser Welt haben sich mit deren Formulierung und Überprüfung auseinandergesetzt und setzen sich natürlich auch weiterhin mit diesen Theoremen auseinander. Im Rahmen dieser Veranstaltung werden wir uns nur sehr oberflächlich mit der formalen Beweisführung von Theoremen auseinandersetzen, da diese Beweise oftmals sehr anspruchsvoll und komplex sein können. An dieser Stelle möchte ich Ihnen entsprechend ausschließlich ein wirklich nur kurzes Schlaglicht auf die grundlegende Struktur von Beweisführung geben. Im Großen und Ganzen lassen sich zwei Strategien für Beweisführung verfolgen. Eine zu beweisende Implikation, hier "P impliziert Q", kann direkt oder indirekt bewiesen werden. Die direkte Beweisführung beweist die Implikation, dass Q aus P folgt, indem logische Zwischenschritte, welche die Implikation beweisen, direkt aufgezeigt werden. Die indirekte Beweisführung basiert auf dem Prinzip der Kontraposition und zeigt, dass die Negation von Q die Negation von P impliziert, und beweist somit, dass Q eine notwendige Bedingung für P ist, welche der Implikation zugrunde liegt.
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· [bookmark: _Hlk176966008]Zeigen Sie, dass für [image: x \in \mathds{R}] die Implikation -x^2 + 5x - 4 > 0 ⇒ x > 0 gilt.
· Direkter Beweis: Sei -x^2 + 5x - 4 > 0.
· Addiere x^2 + 4: 5x > x^2 + 4.
· Da x^2 ≥ 0 ⇒ 5x ≥ 4.
· Also x ≥ 4/5 > 0.
Sprechtext
Lassen Sie mich diese zwei Formen der Beweisführung anhand eines Beispiels illustrieren. Betrachten Sie die Implikation zwischen den folgenden zwei Aussagen von Ungleichungen, welche besagt, dass aus der Ungleichung "-x^2 + 5x - 4 > 0" folgt, dass x strikt größer als 0 sein muss, sofern wir uns in der Menge der reellen Zahlen bewegen, was wir im Rahmen dieser Veranstaltung ja im Regelfall tun. Eine direkte Beweisführung könnte wie hier aufgezeigt erfolgen. Ausgehend von der Aussage, dass -x^2 + 5x - 4 größer als 0 ist, könnten wir die logisch äquivalente Aussage betrachten, dass 5x größer sein muss als x^2 + 4, da die Addition von Termen auf beiden Seiten der Ungleichung eine Äquivalenzumformung darstellt. Ausgehend von der axiomatischen Annahme, dass x^2 größer gleich 0 sein muss, sofern wir uns in den reellen Zahlen bewegen, können wir nun schlussfolgern, dass 5x größer gleich 4 sein muss und somit x größer gleich vier Fünftel sein muss. Und das impliziert natürlich, dass auch x größer als 0 sein muss, womit wir die zu beweisende Implikation direkt bewiesen hätten.
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· Zeigen Sie, dass für [image: x \in \mathds{R}] die Implikation -x^2 + 5x - 4 > 0 ⇒ x > 0 gilt.
· Indirekter Beweis: Sei x ≤ 0.
· Dann 5x ≤ 0.
· Dann -x^2 + 5x ≤ 0.
· Damit -x^2 + 5x - 4 ≤ 0.
Sprechtext
[bookmark: _Hlk143268410]Die Alternative zum direkten Beweis wäre der indirekte Beweis, bei dem wir von der Negation der gefolgerten Aussage ausgehen, um die Negation der Ursprungsaussage zu beweisen. Das heißt, wir würden ausgehen von der Negation der Aussage, dass x strikt größer 0 ist. Somit würden wir mit der Aussage "x ist kleiner gleich 0" beginnen. Davon ausgehend könnten wir über eine Äquivalenzumformung folgern, dass 5x kleiner gleich 0 ist. Erneut aufbauend auf der Überlegung, dass jedwede reelle Zahl x^2 grundsätzlich größer gleich 0 sein muss, können wir schlussfolgern, dass wir einen Term abziehen, der größer gleich 0 sein muss. Somit ist der Gesamtterm zwangsläufig negativ bzw. bleibt nichtpositiv. Also können wir folgern, dass -x^2 + 5x kleiner gleich 0 ist. Und wenn wir von diesem Term wiederum eine positive Konstante abziehen, in unserem Fall 4, wird der Term sogar negativ bzw. er bleibt zwangsläufig nichtpositiv. Entsprechend gilt, dass -x^2 + 5x - 4 auch kleiner gleich 0 ist. Folglich haben wir gezeigt, dass wir aus der Negation der Aussage "x ist strikt größer 0" die Negation der Aussage "-x^2 + 5x - 4 ist strikt größer 0" folgern können. Somit haben wir über das Prinzip der Kontraposition indirekt die Implikation bewiesen.
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· Die deduktive Schlussweise schließt vom Allgemeinen auf das Konkrete.
· basiert i.d.R. auf logisch konsistenten Implikationen von Prämisse(n) hin zu einer Schlussfolgerung
· Die induktive Schlussweise schließt vom Konkreten auf das Allgemeine.
· basiert i.d.R. auf einer (möglichst hinreichenden) Anzahl an Beobachtungen.
Sprechtext
Abschließend möchte ich noch zwei weitere wichtige Begrifflichkeiten aus dem Feld der Logik bzw. der Wissenschaftstheorie erwähnen, die hier kurz besprochene Beweisführung entsprechend im Rahmen wissenschaftlicher Prozesse einordnen. Die eben skizzierte mathematische Beweisführung wird dem Bereich der deduktiven Schlussweise zugeordnet. Dieser beschreibt den wissenschaftlichen Ansatz, dass wir versuchen, von allgemeinen, oftmals axiomatisch begründeten Aussagen über logische Überlegungen konkrete Schlussfolgerungen zu ziehen. Das Gegenstück zu diesem wissenschaftlichen Ansatz, welches in der wirtschaftswissenschaftlichen Praxis häufig verfolgt wird und welches wir im Rahmen des Moduls Statistik vertiefen werden, ist die induktive Schlussweise. Hierbei wird versucht, auf Grundlage von einer Menge von konkreten Beobachtungen und einer Reihe von Annahmen möglichst allgemeingültige Schlüsse zu ziehen. Bei diesem sehr holzschnittartigen Einblick in die Beweisführung würde ich es an dieser Stelle belassen. Weitergehend interessierte Studierende verweise ich auf die Vielzahl faszinierender Theoreme und Sätze sowie deren Beweisführung, welche die wissenschaftliche Literatur anzubieten hat. Ansonsten hoffe ich, dass Ihnen diese kurze Einführung einen groben Einblick dafür gegeben hat, wie Beweisführung funktionieren kann. Ich hoffe auch, dass dieses Schlaglicht Ihnen ein grundsätzliches Vertrauen darin gibt, dass die logischen Grundpfeiler, auf welchen unsere Wissenschaft steht, von einer soliden Systematik getragen werden.
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Sprechtext
Damit bin ich am Ende dieses Lehrvideos und bedanke mich für die Aufmerksamkeit.
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